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Resum 
Aquest volum conté la memòria del treball de fi de grau ‘Anàlisi de plaques amb el mètode 
dels elements finits’. L’estudi es centra en l’elaboració d’un programa de càlcul que utilitza 
un element finit basat en la teoria de la biga generalitzada per analitzar el comportament 
estructural de plaques planes rectangulars, és a dir, sòlids que es caracteritzen per que una 
de les seves dimensions, el gruix, és molt menor que les altres dues (amplada i longitud). 
El document s’inicia amb la presentació dels tres mètodes que s’utilitzen per analitzar les 
plaques: el mètode teòric de Marcus, el mètode dels elements finits (M.E.F.) mitjançant 
elements placa i, especialment, el M.E.F. basat en la teoria de la biga generalitzada 
(T.B.G.). En aquest últim s’exposen les hipòtesis i simplificacions que s’han dut a terme i un 
petit anàlisi per comprendre les equacions que s’utilitzen posteriorment. 
Seguidament el treball es focalitza en aplicar la T.B.G. sobre plaques planes rectangulars, 
on es presenten els diferents passos que s’han d’aplicar per elaborar un programa capaç 
de calcular els desplaçaments, les deformacions i les tensions. L’anàlisi es fa en les 
diferents direccions de la placa i en els nodes que introdueixi l’usuari. 
A continuació es verifiquen els resultats extrets amb el programa mitjançant exemples de 
plaques amb diferents geometries i condicions de contorn i de càrrega. Els resultats es 
comparen amb els altres dos mètodes exposats anteriorment i es valora la sensibilitat de 
cadascun d’ells per saber quin és el més eficient. 
Finalment s’exposa la interfície gràfica del programa amb una explicació dels diferents 
passos que s’han de seguir per al seu correcte funcionament. Tota la implementació del 
programa es realitza mitjançant el software de programació matemàtica MATLAB. 
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1. Glossari 
M.E.F.  Acrònim de Mètode dels Elements Finits 
T.B.G.  Acrònim de Teoria de la Biga Generalitzada 
E.D.P.  Equació en Derivades Parcials 
E.D.O.  Equació Diferencial Ordinària 
(x, s, z) Eixos locals de la secció del pla mig 
 (u, v, w) Vector desplaçament en la base (x, s, z) 





Components de membrana i de flexió d’una variable (· ) 
[ε], [σ]  Tensor deformació, tensor tensió 
ε ii, γij  Components del tensor deformació 
σij  Components  del tensor tensió 
b, t, Le  Amplada, gruix i longitud de l’element r 
L  Longitud de la placa 
sk  Coordenada s del node k 
(· )k= ∑k (· )k Notació de Einstein per simplificar les sumes 
uk(s)  Funció desplaçament longitudinal del mode k 
vk(s)  Funció desplaçament en la direcció del pla de la secció en el mode k 
wk(s)  Funció desplaçament perpendicular a la direcció del pla en el mode k 
Φk(x)  Funció amplitud de desplaçament en el mode k 
ur(s), vr(s), wr(s) Funcions desplaçament en l’element r 
(· ),x , (· ),xx Derivada primera i segona d’una variable (· ) respecte a x 
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(· ),s , (· ),ss Derivada primera i segona d’una variable (· ) respecte a s 
(· ),xs  Derivada primera d’una variable  (· ) respecte x i segona respecte s 
wor   Desplaçament del centre de l’element segons l’eix z 
θor  Rotació de l’element respecte al seu centre al voltant de l’eix x 
vor  Desplaçament del centre de l’element segons l’eix s 
wdr (s)  Paràmetre per definir la funció de la deformada 
dWint  Variació d’energia de deformació interna 
Wext  Treball de les forces externes 
[Cik], [Dik], [Bik], [Xik] Matrius bàsiques de la T.B.G. 
Cik, Dik, Bik, Xik  Component ik de les matrius bàsiques de la T.B.G. 
Cik, Dik, Bik  Matrius bàsiques de la T.B.G. diagonalitzades. 
λ  Valors propis per al canvi de base 
E, ν  Mòdul de Young, coeficient de Poisson 
I  Moment d’inèrcia al voltant de l’eix x 
A  Area de l’element (b·t) 
[Kb]  Matriu de rigidesa elemental d’un element barra 
[K ]loc, [K]g Matriu en base local i en base global 




[R]  Matriu de relació entre desplaçaments i girs 
K,kk, k,uu
 
Terme de la matriu conegut (Know) i terme de la matriu desconegut (unknow) 
[qt]  Vector de forces internes 
[Vep’s]  Matriu de desplaçaments nodals característics dels diferents modes purs 
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[KE]  Matriu hermitiana-hermitiana de rigidesa elemental per a tots els modes 
excepte l’axial 
[KG]  Matriu de rigidesa global de la placa 
[Kred]  Matriu de rigidesa reduïda de la placa 
[· ]
r
  Terme de la matriu o vector referent a l’element r de la direcció s 
Fext  Força puntual d’un element longitudinal per un mode de deformació k 
qext  Carrega repartida d’un element longitudinal per un mode de deformació k 
Ftot  Suma de forces puntuals i càrregues repartides 
ϒ, ψ  Termes de les funcions amplitud 
[KL-L]  Matriu lagrangiana-lagrangiana per al mode axial 
[KL-H], [KH-L] Matriu lagrangiana-hermitiana i hermitiana-lagrangiana 
Ux, Us, Uz Desplaçament en les direccions x, s i z 
z  Distància entre la capa intermèdia de la placa i la capa superficial 
εVM, σVM Deformació i tensió de Von Mises 
(· )
top  
Indica la part superficial superior de la placa 
(· )
mid  
Indica la part intermèdia de la placa 
(· )
bot  
Indica la part superficial inferior de la placa 
ANSYS Nom del software de simulació 
SHELL 181 Element placa de ANSYS format per 4 nodes 
SHELL 281 Element placa de ANSYS format per 8 nodes 
MATLAB Nom del software de programació 
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2. Prefaci 
2.1. Origen del projecte 
La teoria de la biga generalitzada va ser desenvolupada pel professor R. Schards a finals 
dels anys 80. Des de llavors nombrosos investigadors han estat treballant en aquesta teoria 
i en la seva multitud d’aplicacions. En aquest context, en el departament de Resistència de 
Materials i Estructures a l’Enginyeria (RMEE) de l’ETSEIB, on ja s’han elaborat projectes 
teòrics i realitzat programes de càlcul específics, desitja ampliar l’abast de la seva utilització 
i aplicar aquesta teoria sobre plaques planes mitjançant l’elaboració d’un programa de 
càlcul i comprovar els resultats extrets amb altres mètodes d’elements finits ja utilitzats per 
el departament com són el mètode teòric de Marcus o el mètode dels elements finits 
mitjançant elements placa a partir del programa de simulació ANSYS. 
2.2. Motivació 
Malgrat que el treball parteix d’una base teòrica i matemàtica complexa, el 
desenvolupament d’un programa de càlcul ofereix a l’usuari que tingui uns coneixements 
previs de mecànica de medis continus, la possibilitat d’obtenir desplaçaments, 
deformacions i tensions de plaques planes rectangulars introduïdes de manera simple i 
intuïtiva i sense la necessitat de conèixer la T.B.G., el que fa, en certa manera, més atractiu 
el treball. 
L’interès per la programació, per investigar una teoria en desenvolupament i per la temàtica 
relacionada amb el món de les estructures m’ha permès tindre la capacitat de superar els 
diferents obstacles que m’he trobat al llarg de l’elaboració del programa. 
2.3. Requeriments previs 
Els requeriments previs per afrontar aquest projecte són un bon coneixement de les 
matemàtiques i la geometria en l’espai, així com uns bons fonaments de mecànica de 
medis continus i de resistència de materials. És impossible afrontar els diferents càlculs 
sense el coneixement d’un programa de càlcul matemàtic. 
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3. Introducció 
3.1. Objectius del treball 
L’objectiu principal del treball consisteix en desenvolupar un programa de càlcul per 
analitzar el comportament de plaques planes en diferents sol·licituds de càrregues i 
condicions de contorn. Aquest programa de càlcul utilitzarà el mètode dels elements finits, 
implementant un element finit basat en la teoria de la biga generalitzada. 
Per aconseguir-ho s’elaborarà un programa informàtic que pugui captar la informació 
geomètrica de la placa, apliqui els procediments propis de la T.B.G i obtingui resultats 
precisos, els quals seran comparats amb altres mètodes de simulació com poden ser el 
software de simulació d’elements finits ANSYS o a partir de formulació teòrica del mètode 
de Marcus. 
Un cop verificat el programa, es crearà una interfície gràfica per permetre a qualsevol 
usuari realitzar un anàlisi de plaques introduint les dades de forma senzilla i intuïtiva i, a 
partir d’ella, poder veure els resultats numèrics juntament amb una representació visual 
dels resultats. 
3.2. Abast del treball 
Aquest treball es limita a la confecció d’un programa informàtic realitzat amb el software de 
programació matemàtica MATLAB que permeti calcular exclusivament estructures en forma 
de placa plana rectangular. Qualsevol altre tipus d’estructura que suposi un canvi angular 
entre els elements que la conformen, es troba fora de l’abast. 
El programa suposarà sempre que el material de la placa és elàstic, homogeni, isotròpic i 
lineal. El programa presenta algunes limitacions a l’hora d’imposar les condicions de 
contorn. Aquestes s’han aplicar en un punt de la direcció x i afecten a tota la direcció s. Les 
forces puntuals només es poden introduir en els nodes creats, i les càrregues repartides 
han de ser constants en tota la superfície en la que s’aplica i ha d’estar limitada també per 
els nodes creats. 
Únicament s’han aplicat els modes de deformació convencionals de la teoria de la biga 
generalitzada, fet que limita la validesa de resultats a plaques que compleixin les hipòtesis 
detallades en l’apartat 4.4.3. 
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El treball presenta el mètode teòric de Marcus i el M.E.F. basat en elements placa per 
comparar els resultats extrets amb el programa. Les equacions aplicades amb el mètode 
de Marcus i el M.E.F basat en elements placa, així com les deduccions detallades de la 
teoria de la biga generalitzada, queda fora de l’abast del treball. 
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4. Mètodes de càlcul per plaques planes 
4.1. Introducció als mètodes d’anàlisi 
A mitjans del segle XIX, grans matemàtics i físics com Euler, Lagrange, Navier o Poisson 
van realitzar nombrosos treballs d’anàlisi de comportament del pla mig de les plaques per 
trobar solucions tensodeformacionals compatibles i equilibrades. En aquesta direcció, a 
finals de segle va iniciar-se el canvi de mètodes constructius, reemplaçant la fusta per 
l’acer. Aquest canvi de material estructural va provocar fructífers desenvolupaments en les 
teories d’anàlisi d’elements superficials, plaques i làmines. Científics com Krylov, Marcus o 
Timoshenko van contribuir amb grans estudis en aquest camp provocant una substitució 
dels antics mètodes de càlcul per teories matemàtiques més sòlides. 
El desenvolupament computacional dels darrers anys ha promogut un desenvolupament de 
l’anàlisi estàtic i dinàmic de les plaques. El mètode de les diferències finites (1941) i el 
mètode dels elements finits (1956) proporcionen la tècnica necessària per resoldre 
problemes complexos de plaques trobant solucions numèriques i permeten introduir les 
més avançades teories de comportament estructural. 
En aquest capítol s’analitzen tres mètodes diferents per realitzar un anàlisi de plaques 
planes. El primer anàlisi que es tracta es basa en formulació teòrica, el mètode de Marcus; 
el segon anàlisi es realitza amb el mètode dels elements finits (M.E.F.) amb elements placa 
i l’últim es fa aplicant els fonaments del M.E.F. mitjançant la teoria de la biga generalitzada. 
4.2. El mètode de Marcus pel càlcul de plaques rectangulars 
En l’anàlisi estructural és interessant disposar de mètodes ràpids i fiables que, malgrat la 
solució a un determinat problema físic no sigui exacte, permeti determinar el comportament 
aproximat de la estructura. El mètode de Marcus calcula solucions aproximades que moltes 
vegades són suficients per els objectius de projectes o avantprojectes estructurals [13]. 
Aquest mètode està conformat per un conjunt de taules amb fórmules que varien segons 
les condicions de contorn de placa. Marcus només permet aplicar restriccions en les vores 
de les plaques i sempre al llarg de tot el costat. Per tant, l’estudi de plaques planes amb 
aquest mètode es limita a casos amb algun o tots els extrems encastats o articulats i mai 
amb condicions contorn en punts interiors. A l’annex A es mostren les taules per realitzar 
els càlculs estructurals per calcular la fletxa màxima.  
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4.3. El mètode dels elements finits mitjançant elements placa 
(ANSYS) 
4.3.1. Desenvolupament del M.E.F. 
El mètode dels elements finits tal i com es coneix avui en dia està lligat fonamentalment al 
càlcul estructural en el camp aeroespacial. En els anys 40, Richard Courant va proposar la 
utilització de funcions polinòmiques per la formulació de problemes elàstics en subregions 
triangulars, com un mètode especial del mètode variacional de Rayleigh-Ritz per aproximar 
solucions. Van ser Turner, Clough, Martin i Topp, amb un document publicat el 1956, els 
responsables de presentar el mètode dels elements finits en la forma que s’accepta en el 
dia d’avui. En el treball van introduir l’aplicació d’elements finits simples (barres i plaques 
triangulars amb cargues en el seu pla) a l’anàlisi d’estructures aeronàutiques utilitzant els 
conceptes de discretització i funcions de forma. [13] 
Actualment el mètode es troba en una fase de gran expansió. S’utilitza en la industria i 
contínuament apareixen treballs d’investigació en aquest camp. Els ordinadors han aportat 
el medi eficaç de resoldre la multitud d’equacions que es poden plantejar en el M.E.F., on el 
seu desenvolupament pràctic ha anat encaminat de les innovacions obtingudes en el camp 
de la enginyeria informàtica. 
4.3.2. Aplicació del M.E.F. 
El mètode dels elements finits és una eina de càlcul per a l’enginyeria que es basa en la 
creació d’un model discret d’un objecte o conjunt d’objectes, i sotmetre’l a unes condicions 
de contorn determinades. El que diferència principalment el M.E.F. d’altres mètodes teòrics 
és el pas intermedi anomenat discretització, que permet dividir geomètricament l’objecte en 
un conjunt de petits dominis interrelacionats. Aquests dominis, anomenats elements, 
permeten simplificar l’anàlisi i la simulació d’estructures amb una geometria complexa, 
fenòmens d’evolució al llarg del temps, grans deformacions... 
El M.E.F. és una tècnica per resoldre numèricament equacions en derivades parcials (EDP) 
amb l’ajuda d’un ordinador. El sistema d’EDP’s a resoldre transforma les equacions 
estacionàries en un sistema d’equacions lineals i les equacions transitòries en una equació 
diferencial ordinària (EDO), que es resol posteriorment a partir d’algun mètode de 
diferències finites en el temps. Després d’una discretització en nodes i elements finits del 
domini de definició de la EDP, el mètode d’elements finits proporciona un valor aproximat 
de la solució real a cada node. Aquesta aproximació serà tant més precisa a la solució real 
com més densa sigui la discretització. La figura 4.1 mostra un exemple de mallat d’un pistó 
i una biela amb la simulació de tensions de Von Mises en cada node de la estructura. 
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Des de el punt de vista de la programació algorítmica, les tasques necessàries per 
aconseguir un càlcul mitjançant un programa M.E.F. es divideix en: 
- Preprocessador. Consisteix en la definició de la geometria, la generació del 
discretitzat, les condicions de contorn i l’assignació de propietats dels materials. En 
ocasions existeixen operacions de regularització de la discretització per garantir una 
millora en l’aproximació o en una major convergència del càlcul. 
- Solucionador. El resultat del preprocessador, en un programa simple no dependent 
del temps, permet generar un conjunt de N equacions i N incògnites que pot ser 
resolt amb qualsevol algoritme per a la resolució de sistemes d’equacions lineals. Si 
el problema a tractar és no lineal o dependent de temps, el càlcul consisteix en una 
successió finita de sistemes de N equacions i N incògnites que s’han de resoldre 
una a continuació de l’altre, i a on l’entrada depèn del resultat del pas anterior. 
- Postprocessador. El solucionador proporciona valors de certs conjunts de funcions 
en els nodes de la malla que defineix la discretització. En el postprocès es calculen 
magnituds derivades dels valors obtinguts per als nodes i, en ocasions, s’apliquen 
operacions de suavitzat, interpolació i fins i tot determinació d’errors d’aproximació. 
El programa utilitzat per aplicar el M.E.F mitjançant elements placa és el programa de 
simulació ANSYS [16], que aplica les tasques exposades anteriorment mitjançant diferents 
elements finits placa (SHELL). 
L’estudi del M.E.F es pot consultar amb més detall en altres treballs: [9], [10]. 
Fig.  ‎4.1. Mallat d’un pistó i una biela a partir del M.E.F. Font: GRUPO CARMAN, 
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4.4. La Teoria de la Biga Generalitzada per a la implementació 
d’un programa de càlcul 
4.4.1. Introducció a la Teoria  
La Teoria de la Biga Generalitzada (T.B.G.) va ser desenvolupada pel professor R. Schardt 
a finals dels anys 80 amb l’objectiu d’analitzar el comportament resistent de perfils oberts 
conformats amb materials elàstics i isòtrops [4]. Des de llavors altres investigadors han anat 
introduint noves aportacions que han provocat un desenvolupament de la teoria i un 
augment dels camps on es pot aplicar, com les seccions tancades o càlculs no lineals. 
4.4.2.  Presentació de les notacions 
Quan es vol realitzar l’anàlisi d’una secció, cal definir el sistema de coordenades utilitzat. La 
figura 4.2 permet observar la notació del sistema de coordenades local que es farà servir: 
(x,s,z). Aquest sistema està centrat en el pla mig i segueix la geometria de la secció. 
 
En la Teoria de la Biga Generalitzada s’introdueix la notació dels desplaçaments u, v i w. El 
moviment longitudinal al perfil, és a dir, el que correspon en la direcció de la longitud del 
perfil, s’indica amb u. Les altres dues direccions, v i w, formen part del pla de la secció del 
perfil, en la direcció de la placa i perpendicular a ella respectivament. Per tant, el 
desplaçament expressat en la base local (x,s,z) s’anota (u,v,w).  
4.4.3. Formulació pel càlcul lineal de perfil oberts 
L’ús de la T.B.G. implica una sèrie d’hipòtesis i simplificacions. L’expressió de les hipòtesis 
necessita la introducció d’unes noves notacions suplementàries. S’ha de diferenciar entre 
Fig.  ‎4.2. Esquema del sistema de coordenades. Font: Teoría 
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                                                           (Eq.  ‎4.1) 
                                                           (Eq.  ‎4.2) 
deformacions en el pla mig, de membrana (·)
M
, i les que es situen fora d’aquest pla, 
resultants de la flexió (·)
F
. Les hipòtesis i simplificacions aplicades són: 
- Aplicació de les hipòtesis de Kirchoff de la teoria clàssica de plaques primes. Implica 
que algunes deformacions i tensions siguin nul·les:. 
 La tensió normal σzz és menyspreable. 
 Els punts sobre rectes normals al pla mig abans de la deformació continuen 
sobre rectes també ortogonals a la deformada del pla mig després de la 
deformació: γxz = γsz = 0. 
El tensor deformació simplificat queda expressat en la equació 4.1:  
 
- El pla mig de la secció no s’estira ni s’escurça durant la deformació en la direcció s: 
εss
M
 = 0.  
- Els elements de la secció poden flectar segons l’eix x. Sabent que la deformació de 
membrana ha de ser nul·la (εss
M
 = 0), la deformació en la secció no té perquè ser 
nul·la. Llavors s’obté que la deformació per flexió pot ser no nul·la: εss
F
  ≠ 0 
- El pla mig del perfil no es distorsiona: γxs
M
 = 0 (Hipòtesis de Vlasov). 
- Es permet que hi hagi deformació longitudinal del perfil: εxx
M
 ≠ 0; εxx
F
 ≠ 0. 
- En la direcció z es considera un estat de tensió plana: τxz = τxz = σzz = 0. 
- Es considera que les incògnites es plantegen en el pla mig. El coneixement del que 
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4.4.4. Anàlisi d’un perfil amb la T.B.G. 
Un anàlisi a través de la teoria de la biga generalitzada consta de dues etapes: 
1) Anàlisi seccional 
2) Anàlisi global 
4.4.4.1. Anàlisi seccional 
Una secció qualsevol es descompon en n elements de longitud br i de gruix tr
 
situats en la 
seva línia mitja. Cada element està format per dos nodes r. 
Es poden distingir dos tipus de nodes: 
- Nodes naturals (rn): aquells que uneixen dos elements en els quals es produeix un 
canvi d’orientació entre un element i el seu element adjacent , és a dir, el producte 
escalar del seus vectors és diferent a 1 en valor absolut. 
- Nodes interiors (ri): aquells que provoquen la unió de dos elements que conserven 
la mateixa orientació entre ells. 
Si es treballa en seccions obertes, els nodes que queden en els extrems lliures de la secció 
es consideren, a l’hora de realitzar càlculs, com nodes naturals i nodes interiors i, per tant, 
es consideraran en dos processos diferents de càlcul. La figura 4.2 mostra la distinció entre 
els diferents tipus de nodes. 
 
 
Fig.  ‎4.3. Discretització de la secció. Font: Aplicación de la Teoría de la Viga 





Node natural (rn) 
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uk(s)=1 
                                                           (Eq.  ‎4.3) 
Els desplaçaments a la línia mitja dels nodes, tant si són naturals o interiors, segueixen les 






On uk(s) és el desplaçament longitudinal que correspon al mode k, vk(s) és el desplaçament 
en la direcció del pla de la secció en el mode k, i wk(s) és el desplaçament perpendicular a 
la direcció del pla en el mode k. Φk(x) és la funció amplitud de desplaçament en el mode k i 
en la direcció x (longitudinal). 
Manipulació dels nodes naturals 
Un cop realitzada la discretització, es calculen tots els desplaçaments a partir de les 
hipòtesis i simplificacions especificades a l’apartat 4.4.3. Primer de tot s’aplica un 
desplaçament longitudinal unitari en cadascun dels nodes naturals mentre la resta de 
nodes naturals es mantenen fixats. D’aquesta manera s’obtenen tantes funcions ur (s) com 
nodes naturals tingui la secció. A la figura 4.3 es mostra un exemple de desplaçament 





A continuació es calcula el desplaçament vr (s) dels nodes naturals. Aquest desplaçament, 
que es mostra en l’equació 4.4, és necessari per complir amb la hipòtesis que imposa que 
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                                                           (Eq.  ‎4.4) 
el pla mig de la secció no es distorsiona (γxs
M






Cada node natural pot tindre un o dos desplaçaments en funció del node que s’estudiï. En 
els extrems només s’aplica un desplaçament i en els altres nodes naturals dos 
desplaçaments (vr(sk) i vr-1(sk)). La figura 4.5 mostra aquests desplaçaments en el node 





Calculats els desplaçaments provocats per les funcions vr (s), s’observa la generació d’una 
discontinuïtat geomètrica en el node on s’aplica el desplaçament longitudinal unitari. Per 
resoldre aquest problema, es determina els desplaçaments wr-1(sk) i wr(sk) dels elements de 















Fig.  ‎4.5. Funcions vr(s) que es generen a partir del 
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Garantida la compatibilitat geomètrica i la condició de nus rígid, el següent pas consisteix 
en determinar les expressions de les funcions wr(s). Aquestes funcions mostren els 
desplaçaments, girs i deformacions dels elements. Per calcular-les és necessari trobar una 
sèrie de paràmetres que puguin definir totalment aquests moviments i deformacions. El 
càlcul de la funció es fa a partir del punt mig de cada element, amb un sistema de 
coordenades locals i amb quatre paràmetres que defineixen totalment cada element r : 
 : Desplaçament del centre de l’element segons l’eix z. 
: Rotació de l’element respecte al seu centre al voltant de l’eix x. 
: Desplaçament del centre de l’element segons l’eix s. 
: Paràmetre per definir la funció de la deformada. 
La figura 4.7 i les equacions següents (Eq. 4.5 – Eq. 4.10) presenten els quatre paràmetres 






Fig.  ‎4.7. Descripció dels quatre paràmetres. Font: Aplicación de la Teoría de la Viga 
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                                                           (Eq.  ‎4.8) 
                                                           (Eq.  ‎4.5) 
                                                           (Eq.  ‎4.6) 
                                                           (Eq.  ‎4.9) 
                                                           (Eq.  ‎4.10) 
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Fig.  ‎4.9. Mecanisme de deformació. Font: Aplicación de la Teoría de la Viga Generalizada 








Es pot observar que la funció ur(s), en la direcció longitudinal, és lineal; la funció vr(s), en la 
direcció del pla, és constant per complir la hipòtesis de εss
M
 = 0; i wr(s), en la direcció 
perpendicular a l’element, és una funció cúbica. 
Manipulació dels nodes interiors 
Analitzats els nodes naturals, l’estudi passa a centrar-se en la manipulació dels nodes 
interiors. S’introdueixen desplaçaments wr unitaris en cada node interior mentre que la resta 




La funció wr(s) es determina imposant la condició de nus rígid en tots els nodes i que els 
elements entre nodes es deformen. La deformació afecta a l’element que conté el node 





Càlcul dels desplaçaments longitudinals en els diferents modes 
Quan les funcions dels desplaçaments queden determinades, es pot calcular el valor de les 
deformacions a partir de l’equació 4.11: 
rn ri rn+1 
wr=1 
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                                                           (Eq.  4.11) 
                                                             (Eq.  4.12) 
                                                           (Eq.  ‎4.13) 
                                                           (Eq.  ‎4.14) 





La demostració d’aquestes equacions queden especificades en un altre treball [1]. 
La relació entre les tensions i les deformacions existents en una placa s’obté a partir de 
l’aplicació del principi del treball virtual imposant que la variació de l’energia de deformació 
interna de la biga és igual al treball de les forces externes. Les equacions 4.12 i 4.13 
mostren aquesta igualtat. 
 
 
A través de l’equació 4.12 s’obté Cik, Dik i Bik , que són termes de matrius de la T.B.G. que 





Aquestes equacions (4.13) es combinen amb un canvi de base i s’obtenen els modes purs 
de deformació de la secció. Aquests canvis de base es resolen en tres parts (Eq. 4.14, Eq. 
4.15 i Eq. 4.16): 
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                                                           (Eq.  ‎4.16) 
                                                           (Eq.  ‎4.17) 
                                                           (Eq.  ‎4.18) 
 
On Xik és el terme de la matriu que conté l’energia de deformació de membrana longitudinal 
dels termes de segon ordre pel mode axial (Eq. 4.17). 
 
Amb l’equació 4.14 s’obtenen els desplaçaments nodals vk i wk dels modes purs de 
deformació, amb l’equació 4.15 s’obté el mode global de torsió, i amb l’equació 4.16 es 
calculen els modes globals restants: la tracció axial i les flexions horitzontal i vertical. 
Amb la resolució de les tres equacions es construeix una base de vectors propis amb els 
desplaçaments longitudinals dels nodes naturals i els desplaçaments wk dels nodes 
interiors pels diferents modes purs. 
4.4.4.2. Anàlisi global 
Aquest anàlisi consisteix en l’estudi de la component longitudinal x a partir dels resultats 
obtinguts de l’anàlisi seccional. Utilitzant l’equació 4.12 en la direcció x amb els termes de 
l’equació 4.13, s’obté una equació pròpia de la T.B.G. per l’anàlisi lineal de materials 
isotròpics (Eq. 4.18). 
 
 
Desenvolupant l’equació 4.18, s’aconsegueix calcular els termes que formen la matriu de 
rigidesa elemental basada en la teoria de la biga generalitzada (Eq. 4.19).  
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                                                           (Eq.  ‎4.19) 
 
La dimensió de la matriu de rigidesa elemental depèn de la secció discretitzada calculada 
en l’anàlisi seccional i del nombre de modes propis locals que es vulguin incloure en aquest 
anàlisi. 
El desenvolupament de l’equació 4.18, l’estudi i demostració de les diferents matrius [Cik], 
[Dik], [Bik] i [Xik], i l’elaboració dels termes de la matriu [Kik] s’exposen amb profunditat en un 
altre treball [2]. 
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5. Aplicació de la T.B.G. a les plaques planes 
5.1. Introducció 
Un cop explicats els fonaments de la teoria de la biga generalitzada i, especialment, com es 
poden obtenir els desplaçaments longitudinals dels nodes de la secció, és el moment 
d’aplicar-ho sobre plaques planes. 
Es defineix com a placa plana un sòlid paral·lelepípede en el que una de les seves 
dimensions, el gruix, és molt menor que les altres dos. L’objectiu d’aquest apartat es basa 
en presentar la formulació per calcular la matriu de rigidesa d’un element d’una placa plana 
en la T.B.G i, a partir d’aquesta, realitzar les operacions adients per acabar trobant els 
desplaçaments, les tensions i les deformacions de la placa a partir de les condicions de 
contorn i les forces imposades [5-8]. 
5.2. Anàlisi seccional de la placa plana 
En aquest capítol es mostren els passos, distribuïts en diferents subapartats, per 
aconseguir calcular els modes purs de deformació a partir de desplaçaments longitudinals 
en els diferents nodes. Alguns dels passos exposats es comproven amb el software de 
simulació ANSYS. En la figura 5.1 es mostra un exemple de la secció d’una placa plana 
formada per 3 elements i 4 nodes. 
 
5.2.1. Característiques rellevants per l’anàlisi de la placa plana 
Per analitzar el comportament d’una placa a partir del mètode dels elements finits, com 
major sigui el número de nodes, major és la semblança als resultats reals, malgrat que 
també suposa un augment del cost computacional. Per tant, és necessari decidir la 
quantitat d’elements en que es divideix la placa i calcular la longitud i el gruix de cadascun 
d’ells. A diferència d’altres tipus de perfils, l’angle entre elements no es necessari saber-ho 
perquè en plaques planes ha de ser estrictament de zero graus. 
Els nodes de la placa plana es classifiquen en nodes naturals i nodes interiors. La figura 5.2 
mostra la diferenciació entre els tipus de nodes. 
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Es recorda que els nodes dels extrems dels perfils oberts, tal i com és en aquest cas, són 
considerants naturals i interiors. 
5.2.2. Desplaçament dels nodes naturals imposant un desplaçament 
longitudinal unitari 
Si s’aplica un desplaçament longitudinal unitari ur sobre un node natural i els altres es 
mantenen fixats, es produeix un desplaçament vr que es pot calcular de la mateixa forma 
que s’ha expressat a l’equació 4.4. Segons en l’extrem en el que s’apliqui el desplaçament 
ur, s’obté la matriu de l’equació 5.1: 
 
Una placa només conté dos nodes naturals i cada columna de la matriu, expressada a 
l’equació 5.1, indica el desplaçament v d’aquests nodes si s’introdueix el desplaçament 
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                                                           (Eq.  5.2) 
                                                           (Eq.  5.3) 
5.2.3. Desplaçament dels nodes interiors imposant un desplaçament w 
unitari 
Si s’introdueix el desplaçament vertical w unitari sobre un node interior i la resta de nodes 










5.2.4. Càlcul dels moments redundants en els nodes 
Per trobar les rotacions, reaccions i moments de cada node, segons el node en el que 
s’apliqui el desplaçament, s’han de seguir una sèrie de passos. 
El primer pas consisteix en calcular la matriu de rigidesa per a tota la secció utilitzant la 












Wr k+1 k-1 
k 
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                                                           (Eq.  5.5) 
                                                           (Eq.  5.7) 
                                                           (Eq.  5.4) 
                                                           (Eq.  5.6) 
                                                           (Eq.  5.8) 
On EA i EI corresponen a la rigidesa normal i de flexió respectivament. Assimilant les 
barres com element plaques, la formulació és la mostrada en l’equació 5.4: 
 
 
La matriu de rigidesa trobada és una matriu local per a cada element. Per trobar la rigidesa 
de cada element en eixos globals s’ha de fer un canvi de base. Aquest canvi de base (Eq. 
5.5) depèn de la geometria del perfil i de l’angle que hi ha entre els elements: 
 
La matriu de rigidesa en coordenades globals pot ser calculada mitjançant l’equació 5.6: 
 
 
En una placa plana les matrius ja es troben en base global i, per tant, no necessiten un 
canvi de base exposat en les equacions 5.5 i 5.6. 
El següent pas es basa en acoblar les matrius de rigidesa de cada element per obtenir la 
matriu global [Kb]g que conté la rigidesa de tota la secció del perfil. Aquesta matriu [Kb]g 
s’utilitza per acabar trobant una altra matriu que s’anomena [R]. La matriu [R] té la funció de 
relacionar els desplaçaments trobats de les equacions 5.1 i 5.2 amb els desplaçaments i 
girs que no s’han calculat. 




Els termes que contenen el subíndex k, corresponen a termes que coneixem (know en 
anglès) i els que desconeixem tenen el subíndex u (unknow). Per obtenir aquesta 
estructura desitjada, s’ha de realitzar un canvi de base per reorganitzar els termes. El 
vector q correspon al vector forces internes. [3] 
De la equació 5.7 s’obté la relació exposada a l’equació 5.8: 
dt,u = -kt,uu
-1 
· kt,uk · dt,k               on       R = -kt,uu
-1
 · kt,uk                        
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Taula  5.1. Desplaçaments i rotacions dels nodes de la placa degut 






Amb la matriu [R], trobada a partir de la matriu de rigidesa entre nodes naturals, es pot 
calcular un vector que contingui els desplaçaments dels nodes naturals, els angles entre 
elements i els esforços i moments corresponents a cadascun d’ells. El mateix es troba amb 
la matriu R calculada a partir de la matriu de rigidesa entre nodes interiors. 
A continuació, a la figura 5.5, es mostra un exemple d’una placa plana formada per 5 





Si s’aplica un desplaçament longitudinal sobre el node 1 (natural), s’obtenen els 







Rotació θ (rad) 
1 0,1 0,0 0,0 
2 0,1 0,0 0,0 
3 0,1 0,0 0,0 
4 0,1 0,0 0,0 
5 0,1 0,0 0,0 
6 0,1 0,0 0,0 
 
                                               
1
 En ANSYS el sistema de coordenades utilitzat és (z,x,y). Correspon al (x,s,z) utilitzat en el treball. 
Fig.  5.5. Exemple de placa plana formada per 5 elements i 
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Taula  5.2. Desplaçaments i rotacions dels nodes de la placa degut  a 








Taula  5.3. Reaccions i moments dels nodes de la placa degut  a 








Les reaccions i els moments deguts a aquest desplaçament són nuls. Si es realitza un 
desplaçament vertical w sobre el node 2 (interior), s’obtenen els següents resultats (taula 







Rotació u (rad) 
1 0,0 0,0 0,804 
2 0,0 1,0 -0,108 
3 0,0 0,0 -0,373 
4 0,0 0,0 0,101 
5 0,0 0,0 -0,029 




Node Força int.  s (N) Força int.  z (N) Moment x (N·m) Element 
1 0,0 -8764,3 0,0 
1 
2 
0,0 8764,3 -17528,5 
0,0 14975,2 17528,5 
2 
3 
0,0 -14975,2 12421,8 
0,0 -7867,1 -12421,8 
3 
4 
0,0 7867,1 -3312,5 
0,0 2070,3 3312,5 
4 
5 
0,0 -2070,3 828,1 
0,0 -414,1 -828,1 
5 
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                                                           (Eq.  5.9) 
                                                          (Eq.  5.10) 
A l’annex B es mostren resultats més detallats d’aquesta placa i d’altres plaques amb 
diferents característiques geomètriques. 
5.2.5. Càlcul de la funció deformada 
En aquest apartat es calcula el conjunt de funcions de la deformada per saber el 
comportament de tots elements que conformen la placa, segons el node al que s’apliqui el 
desplaçament.  
Es recorda que en la T.B.G. els nusos es mantenen rígids i els elements entre nodes es 
poden deformar. La funció deformada s’ha calculat en el subapartat 4.4.1, en concret, 
l’equació 4.10 conté la forma d’aquesta. Si es desenvolupa l’equació, queda expressada de 







L’equació 5.9 s’ha d’aplicar en els diferents modes de deformació. Es calcula la funció 
deformada quan s’imposa un desplaçament longitudinal u unitari sobre un node natural i la 
funció deformada si s’imposa un desplaçament vertical w unitari sobre un node interior. 
Funció deformada causada per desplaçament d’un node natural 
Com ja s’ha observat en el subapartat 5.2.4, si s’aplica un desplaçament longitudinal unitari 
sobre un node natural, tant les rotacions com els moments són nuls. A més, el 
desplaçament del centre de l’element segons l’eix z (wor) i la rotació de l’element respecte a 
aquest centre al voltant de l’eix x (θor) també són nuls. Tot això provoca que la funció 
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                                                           (Eq.  5.11) 
Funció deformada causada per desplaçament d’un node interior  
Un desplaçament vertical unitari d’un node interior implica que tant el desplaçament wor, la 
rotació θor com els moments i rotacions no siguin nuls. S’exposa a continuació un exemple 
per aclarir el càlcul de la funció deformada en la figura 5.6. 
 
 
L’element situat entre els nodes 1 i 2 té una longitud de 2 mm i un gruix d’1 mm. Els 
desplaçaments i moments redundants en els nodes són: 
 
Node Us (mm) Uz (mm) Mx (N·m) 
1 0,0 1,0 0,0 

















  ;  ν= 0,3 
1 
2 3 4 5 6 w=1 
2 mm 
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                                                           (Eq.  5.12) 
Substituint les dades calculades a la funció deformada, s’obté l’expressió definitiva: 
 
 
El desplaçament w unitari no només provoca una deformació de l’element 1, també afecta 
a la resta d’elements. D’aquesta manera es pot conformar una matriu formada pels quatre 
coeficients de la funció deformada i per cada element de la placa. 
5.2.6. Obtenció dels modes purs de deformació 
Un cop conegudes les deformacions dels elements de la placa, és calcula la matriu de 
vectors propis, que es basa en el càlcul de les matrius formades per les equacions Cik, Dik i 
Bik (eq. 4.13), que depenen de la geometria, propietats del material utilitzat i dels resultats 
obtinguts en els anteriors subapartats. 
El resultat final, després de realitzar els canvis de base, és una matriu que conté els 






































































5.3. Anàlisi global de la placa plana 
Un cop realitzat l’anàlisi en la secció de la placa, s’inicia l’estudi en la direcció longitudinal x 
amb l’objectiu de calcular la matriu de rigidesa elemental i ensamblar-la per obtenir-ne la 
global de tota la placa plana. 
El primer pas, previ als càlculs posteriors, consisteix en introduir la longitud de la placa en la 
direcció x i el número d’elements en el que es vol dividir aquesta longitud. D’aquesta 
manera es calcula la longitud dels elements, que és una dada fonamental per al càlcul de la 
matriu de rigidesa. La figura 5.10 mostra un exemple gràfic de la introducció de la dimensió 






Tracció axial Flexió horitzontal 
Flexió vertical Torsió 
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                                                           (Eq.  5.13) 
                                                           (Eq.  5.14) 
5.3.1. Càlcul de la matriu de rigidesa elemental basat en la T.B.G. 
A partir de l’equació 4.12, on s’aplica el principi de treball virtual, s’obtenen els termes Cik, 
Dik i Bik. Aquests termes propis de la T.B.G., calculats a l’equació 4.13, permeten trobar els 
modes deformació globals i propis locals. Introduint els termes a l’equació 4.19 
s’aconsegueix trobar les diferents matrius modals [Kik] de dimensió 4x4 que conformen la 
matriu de rigidesa elemental [KE]. L’equació 5.13 mostra l’elaboració de la KE: 
 
L’estudi del mode de deformació axial respecte als altres modes globals i propis locals es 
tracta d’una manera diferent. És per això que en els següents apartats no s’incorpora 
aquest mode per incloure’l posteriorment amb el seus càlculs determinats. 
5.3.2. Càlcul de la matriu de rigidesa global 
La matriu de rigidesa elemental calculada serveix per a tots els elements, ja que tots tenen 
la mateixa longitud i es troben en la mateixa base local. Per tant, només es necessari 
calcular una matriu de rigidesa elemental per poder formar la matriu de rigidesa global [KG]. 
El càlcul de [KG] es construeix a partir de l’ensamblatge de les matrius Kik que conformen la 
matriu KE i a partir del nombre d’elements en la direcció longitudinal x (Eq. 5.14). 
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                                                           (Eq.  5.15) 
On n és el número d’elements que conté la direcció x. 
5.4. Imposició de les condicions de contorn 
A diferència de l’anàlisi de components estructurals amb elements barra, on les condicions 
de contorn s’apliquen sobre els nodes que conformen la secció, en la teoria de la biga 
generalitzada aquestes s’introdueixen en els diferents modes de deformació i sobre les 
funcions amplituds. 
Cada element en el que es subdivideix la placa en la direcció longitudinal x, està controlat 
pel valor de la funció amplitud i la derivada avaluada en els seus extrems. Per tant, si 
s’analitza una placa dividida en n elements de longitud Le, cada mode de deformació conté 
n+1 funcions amplituds i n+1 derivades d’aquestes funcions amplitud, fent un total d’una 
dimensió per cada mode de 2·n+2. L’equació 5.15 mostra la funció amplitud del mode k, en 
l’element de la direcció s corresponent i avaluat en els diferents elements de la direcció x.  
 
Les condicions de contorn s’apliquen sobre cada secció longitudinal x en els diferents 
modes de deformació. Les tres possibles condicions de contorn que es poden aplicar són 
l’encastament, l’articulació fixa i la secció lliure i, un cop aplicades, permeten obtenir una 
matriu de rigidesa global reduïda necessària per al posterior càlcul de les funcions amplitud. 
Encastament 
Cada node encastat d’un mode de deformació concret implica que la funció amplitud 
aplicada en aquest node i la seva derivada són zero i, per tant, s’extrauran per a la formació 
de la matriu de rigidesa reduïda. L’equació 5.16 mostra un exemple d’encastament d’un 
node en un mode de deformació determinat. En aquest exemple es suposa un 
encastament en el node situat en la posició p·Le del mode de deformació k. (Es recorda 
que els primers quatre modes de deformació fan referència als modes purs i els següents 
als modes propis locals (Eq. 5.12), i que s’ha extret el mode de deformació axial per 
introduir-lo posteriorment.). 
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                                                           (Eq.  5.16) 
                                                           (Eq.  5.17) 
 
Articulació fixa 
Si a un node d’un element r i d’un mode k determinat se l’imposa un moviment d’articulació 
fixa, la funció amplitud en aquest node val zero. Si en el mateix node de l’exemple anterior 





Si a un node d’un mode i element determinat no se l’imposa cap restricció, tant la funció 
amplitud com la derivada de la funció l’amplitud no s’anul·len. 
Un cop analitzat tots els nodes en els diferents modes de deformació, aquelles funcions 
amplitud que s’han extret, impliquen l’extracció de la respectiva fila i columna de la matriu 
de rigidesa global per acabar formar la matriu de rigidesa reduïda [Kred]. 
5.5. Introducció de forces sobre la placa 
Sobre les plaques es poden introduir forces puntuals o forces repartides en qualsevol de les 
tres direccions de la placa. 
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                                                           (Eq.  5.18) 
                                                           (Eq.  5.19) 
                                                           (Eq.  5.20) 
5.5.1. Forces puntuals 
Si es vol introduir una força puntual sobre una placa plana, aquesta s’ha de col·locar sobre 
algun dels nodes formats a partir de les divisions de la secció (direcció s) i les divisions en 
la direcció longitudinal (direcció x). Les forces aplicades poden introduir-se en qualsevol de 
les direccions x, s o z i, en cas de introduir forces que no respecten aquestes direccions, 
s’han de descompondre en les direccions mencionades. 
En la T.B.G. el treball de les forces externes és igual a la força per la funció amplitud en els 
diferents modes de deformació. Per cada mode, el treball de les forces externes es 
representa segons l’equació 5.18: 
 
 
Si es desenvolupa l’equació, s’obté el vector força d’un element longitudinal per un mode de 






5.5.2. Forces repartides 
Igual que succeeix amb les forces puntuals, si es desitja introduir forces repartides sobre la 
placa, aquestes tenen que situar-se sobre la superfície formada per els nodes creats a 
partir de les divisions en s i en x. Aquestes càrregues han de ser constants en tota l’àrea 
d’aplicació. Desenvolupant l’equació 5.19, s’obté el vector de càrregues en un element 
longitudinal per un mode de deformació determinat (Eq. 5.20): 
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                                                           (Eq.  5.22) 
                                                           (Eq.  5.21) 
                                                           (Eq.  5.20) 
 
 
5.6. Càlcul de les funcions amplitud 
Com ja s’ha exposat anteriorment, els elements que conformen la dimensió longitudinal x 
contenen una funció amplitud i la seva derivada avaluada en els seus extrems. L’equació 
5.21 mostra el vector [Φk] que conté cada element de la direcció x en un mode i element en 
direcció s determinat: 
  
Un cop s’han imposat les condicions de contorn de la placa, s’han introduït les forces 
puntuals i repartides adients i s’han reduït la matriu de rigidesa global i el vector de forces 
que conté la suma de puntuals i repartides, es calcula el vector que conté les funcions 
amplitud de desplaçament en el modes k i en la direcció x (longitudinal) concreta necessari 
per poder trobar els desplaçaments en els diferents punts de la placa en les direccions x, s i 




Un cop calculat el vector de funcions amplitud reduït, s’omple amb zeros aquelles files que 
s’han extret per obtenir la matriu de rigidesa reduïda [Kred] per obtindre el vector [Φk] global. 
Amb aquest vector es pot obtenir el conjunt de funcions amplituds que s’apliquen 
posteriorment per calcular els desplaçaments (Eq. 4.3). Aquestes funcions s’apliquen en els 
tots els modes de deformació exceptuant l’axial, on la funció amplitud es calcula amb un 
procediment diferent, i la seva expressió (Eq. 5.23) s’extreu a partir de les matrius 
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                                                           (Eq.  5.23) 
                                                           (Eq.  5.24) 
                                                           (Eq.  5.25) 
hermitianes de l’equació 4.17. 
 
On k correspon al mode, r correspon a l’element en la direcció s que s’està tractant i ϒ té 






5.7. Introducció del mode axial 
En el mode axial, tant la vk(s), que és el desplaçament en la direcció del pla de la secció en 
el mode k, i wk(s), que és el desplaçament perpendicular a la direcció del pla en el mode k, 
són 0 perquè en aquest mode la placa només es deforma en la direcció longitudinal 
(desplaçament uk(s)). 
La funció amplitud s’elabora amb un procediment diferent a la resta de modes.  La seva 
funció amplitud (funció d’interpolació de Lagrange) genera una matriu de rigidesa 
lagrangiana, les quals s’ensamblen diferent que les matrius hermitianes. Es calcula 
directament derivada i avalua l’amplitud en dos punts interiors d’un element determinat de 
la placa a més dels seus extrems. L’objectiu d’avaluar aquests dos punts és per completar 
el vector amplitud de 4 components (Eq. 5.18) que també contenen els altres modes. 
L’equació 5.25 mostra la funció amplitud derivada del mode axial. 
 
On k correspon només al mode axial, r correspon a l’element en la direcció s i les diferents 
ψ tenen les expressions següents (Eq. 5.26): 
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                                                           (Eq.  5.26) 





Per poder calcular les funcions amplituds del mode axial és necessari, primer de tot, 
calcular les matrius de rigidesa elemental relacionades amb aquest mode. A diferència de 
la resta de modes, segons la relació entre modes, s’ha de diferenciar si la matriu formada 
es lagrangiana - lagrangiana, hermitiana - hermitiana o lagrangiana - hermitiana. 
Com s’ha exposat en l’equació 5.12, on es troben els modes purs de deformació, el primer 
mode que es troba és l’axial. Per tant, quan es calcula la matriu [K11], correspon a la matriu 
de rigidesa elemental entre els modes axial - axial.  
Les matrius de rigidesa elemental calculades per tots els modes menys l’axial (Eq. 4.19) 
són matrius hermitiana – hermitiana. La matriu lagrangiana – lagrangiana, que correspon a 
la matriu axial – axial, s’expressa en l’equació 5.27: 
 
 
Les matrius que relaciones un mode k no axial amb el mode axial és una matriu hermitiana 
– lagrangiana. L’equació 5.28 mostra aquesta matriu. 
Pàg. 46  Memòria 
 
                                                           (Eq.  5.30) 
                                                           (Eq.  5.28) 
                                                           (Eq.  5.29) 
 
Les matrius lagrangiana – hermitiana tenen la mateixa expressió que les matrius [KH-L] però 
transposada (Eq. 5.29). 
 
L’ensamblatge també és diferent i cal diferenciar el mode amb el que s’ensambla l’axial. 
Les següents equacions mostren el procediment d’ensamblatge de matrius de rigidesa 
elemental per acabar formant la matriu de rigidesa global: 
























    · 
        ·  
 
[K11]G = 
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                                                           (Eq.  5.32) 
                                                           (Eq.  5.31) 
Ensamblatge de matrius Hermitiana – Lagrangiana 
                   
Ensamblatge de matrius Lagrangiana – Hermitiana 







L’ensamblatge entre matrius hermitianes és el que s’ha exposat en l’equació 5.14. 
5.8. Postprocessament 
Calculades les funcions amplituds Φk(x) i les funcions deformades uk(s), vk(s) i wk(s) en tots 
els modes i en els diferents elements de la direcció s, es pot calcular el desplaçament en 






    · 
























    · 
        · 
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                                                           (Eq.  5.33) 
5.8.1. Desplaçaments 
Per conèixer els desplaçaments en tots els nodes de la placa que s’han introduït durant 




Per observar el resultat dels desplaçaments es mostra un exemple amb una placa 












Les figures 5.12, 5.13 i 5.14 mostren el desplaçaments en la direcció x (desplaçament Ux 
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                                                           (Eq.  4.11) 
                                                           (Eq.  5.34) 




En l’equació 4.11 es mostren algunes de les equacions per calcular les deformacions en 
diferents direccions a partir dels desplaçaments. A continuació es mostra el càlcul de 
cadascuna de les deformacions: 
Per calcular la deformació longitudinal del perfil εxx, s’ha de sumar deformació en la 





La deformació longitudinal del perfil es pot calcular en la capa superior (εxx
top
), en la capa 
intermèdia (εxx
mid
) o en la capa inferior (εxx
bot
). La diferència rau en el terme Z, que és la 
distància entre la capa intermèdia i les capes on s’analitza la deformació (meitat del gruix). 
Per calcular la deformació en la secció εss, també s’ha de sumar la deformació de 
membrana i la de flexió, però com s’ha indicat en les hipòtesis del subapartat 4.4.3, la 
deformació de membrana εss
M 
val zero (Eq. 5.35). 
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                                                           (Eq.  5.36) 
                                                           (Eq.  5.37) 
                                                           (Eq.  5.38) 
El mateix succeeix amb la deformació γxs. La hipòtesis de que el pla mig no es distorsiona 
implica que la deformació de membrana γxs
M
 valgui zero. (Eq. 5.36). 
 
La deformació perpendicular al pla de la secció εzz depèn de la deformació εxx i la 
deformació εss. L’equació 5.37 mostra l’expressió per calcular-la. 
 
Tant les deformacions γxz i γsz valen zero tal i com s’ha indicat al subapartat 4.4.3. 
El conjunt de deformacions calculades permeten calcular la deformació de Von Mises (Eq. 
5.38). 
 
La figura 5.14 i 5.15 mostren la deformació εxx
top
 i la deformació εVM
bot
 respectivament de la 
placa mostrada en la figura 5.11. 
 
Fig.  5.14. Deformació εxx
top
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                                                           (Eq.  5.39) 




A partir de les deformacions es calcula les tensions mitjançant les equacions constitutives 
del material (Eq. 5.39). 
 
El conjunt de tensions calculades permeten calcular la tensió de Von Mises (Eq. 5.40). 
 
La figura 5.16 i 5.17 mostren la deformació σss
top
 i la deformació σVM
bot
 respectivament de la 
placa mostrada en la figura 5.11. 
Fig.  5.15. Deformació εVM
bot













Tant els desplaçaments, les deformacions i les tensions de cada element de les figures 
anteriors mostra, mitjançant un color, el valor màxim dels quatre nodes que els conformen. 
La placa utilitzada per visualitzar els resultats es verifica a l’annex C. 
Fig.  5.16. Tensió σss
top








Fig.  5.17. Tensió σVM
bot
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6. Verificació del programa basat en la T.B.G. 
6.1. Procediment per verificar 
L’objectiu principal del projecte és desenvolupar un programa que apliqui els conceptes de 
la teoria de la biga generalitzada exposats en  l’apartat 4 i les condicions específiques per 
plaques planes indicades en l’apartat 5. 
Per poder validar el programa i conèixer els avantatges i els inconvenients de l’ús de la 
T.B.G., aquest s’ha de comparar amb altres mètodes de càlcul de plaques. Els mètodes 
utilitzats per la verificació són el mètode teòric de Marcus i el mètode dels elements finits 
mitjançant elements placa. 
El mètode de Marcus permet trobar amb relativa rapidesa el desplaçament màxim d’una 
placa, però per aplicar aquest procediment és necessari utilitzar un conjunt de taules que 
informen, segons les condicions de contorn, dels valors dels paràmetres que s’han 
d’introduir a les fórmules pertinents. [14] 
Fer servir un conjunt de taules limita l’ús d’aquest mètode ja que només es permeten 
calcular plaques amb un rang de dimensions i unes condicions de contorn limitades. La 
relació entre dimensions de la longitud del perfil de la placa (s) i la longitud al llarg de la 
placa (x)  ha d’estar entre 0,5 i 2, és a dir, un costat, com a molt, pot ser el doble que l’altre. 
Les plaques només poden estar encastades o articulades en les vores de la placa i les 
càrregues aplicades han de ser simètriques. La figura 6.1 mostra un exemple d’una placa 
vàlida i una altre invàlida per analitzar. Els punts indiquen forces perpendiculars a la 






Placa vàlida pel mètode Marcus Placa invàlida pel mètode Marcus 
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Per comparar el M.E.F mitjançant la T.B.G amb el M.E.F. mitjançant elements placa 
s’utilitza el programa  de simulació ANSYS, on s’introdueixen els casos que es volen 
analitzar amb elements placa i es comparen els resultats obtinguts amb T.B.G. per poder 
assegurar que el programa elaborat funciona correctament. També es comprova si amb 
una discretització més simple que la que s’aplica al programa ANSYS s’obtenen resultats 
igual de precisos. 
6.2. Verificació del programa 
Per a la verificació del programa s’utilitzen diferents casos de plaques per garantir la 
validesa dels resultats. El primer cas que s’analitza és una placa de dimensions 800 x 1000 
x 5 mm amb els extrems x=0 mm i x= 1000 mm encastats i una càrrega vertical aplicada; i 
el segon cas és una placa de 200x1000 mm amb extrems articulats i forces puntuals 
aplicades en diferents punts de la placa. 
6.2.1. Cas 1. Placa de 1000 x 800 x 5 mm encastada pels extrems i amb una 
pressió aplicada. 





coeficient de Poisson de 0,3; de dimensions 1000 x 800 x 5 mm amb els extrems x=0 mm i 
x= 1000 mm enquestats en tota la longitud s; i amb una pressió de 0,1 N/mm
2
 aplicada 
sobre la placa entre x=375 mm i x=625 mm i al llarg de la secció s. La figura 6.2 mostra la 
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                                                           (Eq.  6.1) 
                                                           (Eq.  6.2) 
                                                           (Eq.  6.3) 
6.2.1.1. Anàlisi mitjançant el mètode de Marcus 




Per a una placa enquestada per dues bores no seguides, s’aplica l’equació 6.1. 
 
Aquesta s’introdueix a l’equació general de Marcus (Eq. 6.2) per trobar el desplaçament en 
la direcció z màxim, el qual es trobarà en el centre de la placa a causa de la simetria de les 
forces i/o pressions aplicades. 
 
On p és la pressió repartida per tota la placa i Ds s’exposa en l’equació 6.3: 
 
Substituint els termes pels seus valors numèrics s’obté un desplaçament en el centre de la 
placa de - 51,267 mm. 
6.2.1.2. Anàlisi comparatiu entre el M.E.F. mitjançant elements plaques 
(ANSYS) i el M.E.F. mitjançant la T.B.G. 
Per a l’anàlisi amb elements placa es fa l’estudi amb dos tipus d’elements finits per 
comparar posteriorment amb els resultats de la T.B.G.. Aquest dos tipus d’elements finits 
utilitzats es troben al programa de simulació ANSYS i són el següents: 
- SHELL 4node 181 
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- SHELL 8node 281 
La diferència entre els dos tipus d’element recau en el nombre de nodes que conté cada 
element. Segons la quantitat de nodes s’establiran unes funcions d’interpolació que 
permetran obtenir la solució a l’interior de l’element a partir dels desplaçaments d’aquests 





La discretització utilitzada per aquest anàlisi és de 16 divisions al llarg de x i al llarg de s. Es 
recorda que les direccions x, s i z utilitzades en aquest treball són les equivalents a x, z i y 
en el programa de simulació ANSYS. La figura 6.5 mostra la discretització de la placa i la 
figura 6.6 mostra les condicions de contorn aplicades. 
 
Fig.  6.4. Diferència entre els tipus d’elements utilitzats. Font: 








SHELL 181 SHELL 281 
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Un cop introduïdes condicions de contorn s’inicia el postprocessament on s’analitzen els 
desplaçaments, les deformacions i les tensions, en les diferents direccions en la capa 
superior de la placa i en la capa intermèdia de la placa, i les deformacions i tensions de Von 
Mises. Aquest anàlisi es realitza en les següents coordenades de la taula 6.1.: 
 
Coordenades (x,s) 
Al llarg de x i 
s=400 mm 
(0,400) (125,400) (250,400) (375,400) (500,400) 
(625,400) (750,400) (875,400) (1000,400) 
 
Al llarg de s i 
x=500 mm 
(500,0) (500,100) (500,200) (500,300) (500,400) 
(500,500) (500,600) (500,700) (500,800)  
 
 
Per a aquest primer estudi, amb l’objectiu de realitzar una verificació completa del 
programa, també s’estudien les coordenades de la taula 6.2. 
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Coordenades (x,s) 
Al llarg de x i 
s=0 mm 
(0,0) (125,0) (250,0) (375,0) (500,0) 















Els resultats obtinguts amb ANSYS  són amb l’element finit SHELL 281, i es mostren en les 
següents taules comparats amb els resultats extrets amb la teoria de la biga generalitzada. 
Per a l’anàlisi amb la T.B.G s’utilitza el programa elaborat amb el software de programació 
matemàtica MATLAB [15] i s’utilitza la mateixa discretització que s’aplica en ANSYS (Fig. 
6.7). 
La taula 6.3 i les figures 6.8 i 6.9 mostren els desplaçaments en la direcció dels nodes 
analitzats. Els desplaçaments en les direccions x i s són nuls. 
 





































(0,400) 0 0 (500,500) -50,84 -50,68 
(125,400) -8,11 -8,08 (500,600) -51,71 -51,50 
(250,400) -25,88 -25,79 (500,700) -53,52 -53,24 
(375,400) -43,25 -43,12 (500,800) -57,09 -56,69 
(500,400) -50,59 -50,43 (0,0) 0 0 
(625,400) -43,25 -43,12 (125,0) -8,48 -8,48 
(750,400) -25,88 -25,79 (250,0) -28,60 -28,45 
(875,400) -8,11 -8,08 (375,0) -48,61 -48,28 
(1000,400) 0 0 (625,0) -48,61 -48,28 
(500,0) -57,09 -56,69 (750,0) -28,60 -28,45 
(500,100) -53,52 -53,24 (875,0) -8,48 -8,48 
(500,200) -51,71 -51,50 (1000,0) 0 0 













Taula  6.3. Desplaçaments de les coordenades analitzades amb 
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Per comprovar el comportament en els diferents camins analitzats de la placa (Fig. 6.7), els 















Fig.  6.10. Desplaçament Uz al llarg de x en  s= 400 mm - Camí A (a), Desplaçament Uz al 

















A continuació es mostra la comparació entre algunes de les deformacions calculades amb 





















(0,400) -3,11E-03 1,35E-06 1,33E-03 -3,10E-03 0,00 1,33E-03 
(125,400) -1,55E-03 -2,93E-05 6,76E-04 -1,54E-03 -2,83E-05 6,74E-04 
(250,400) 6,13E-05 -7,75E-05 6,96E-06 6,10E-05 -7,39E-05 5,51E-06 
(375,400) 1,69E-03 -1,13E-04 -6,76E-04 1,70E-03 -1,06E-04 -6,84E-04 
(500,400) 2,51E-03 -1,25E-04 -1,02E-03 2,51E-03 -1,18E-04 -1,02E-03 
(625,400) 1,69E-03 -1,13E-04 -6,76E-04 1,67E-03 -1,06E-04 -6,70E-04 
(750,400) 6,13E-05 -7,75E-05 6,96E-06 6,10E-05 -7,39E-05 5,53E-06 
(875,400) -1,55E-03 -2,93E-05 6,76E-04 -1,54E-03 -2,83E-05 6,74E-04 
(1000,400) -3,11E-03 1,35E-06 1,33E-03 -3,10E-03 4,44E-20 1,33E-03 
(500,0) 2,90E-03 -8,70E-04 -8,71E-04 2,89E-03 -8,66E-04 -8,66E-04 
(500,100) 2,65E-03 -4,18E-04 -9,57E-04 2,64E-03 -3,40E-04 -9,85E-04 
(500,200) 2,56E-03 -2,26E-04 -9,99E-04 2,55E-03 -2,12E-04 -1,00E-03 
(500,300) 2,52E-03 -1,47E-04 -1,02E-03 2,52E-03 -1,39E-04 -1,02E-03 
(500,500) 2,52E-03 -1,47E-04 -1,02E-03 2,52E-03 -1,39E-04 -1,02E-03 
(500,600) 2,56E-03 -2,26E-04 -9,99E-04 2,55E-03 -2,12E-04 -1,00E-03 
(500,700) 2,65E-03 -4,18E-04 -9,57E-04 2,64E-03 -3,40E-04 -9,85E-04 
(500,800) 2,90E-03 -8,70E-04 -8,71E-04 2,89E-03 -8,66E-04 -8,66E-04 
(0,0) -2,50E-03 1,19E-05 1,07E-03 -2,56E-03 7,67E-04 7,67E-04 
(125,0) -1,89E-03 5,49E-04 5,76E-04 -1,87E-03 5,61E-04 5,61E-04 
(250,0) 2,03E-05 -7,80E-06 -5,37E-06 2,17E-05 -6,52E-06 -6,52E-06 
(375,0) 1,94E-03 -5,81E-04 -5,81E-04 1,95E-03 -5,84E-04 -5,84E-04 
(625,0) 1,94E-03 -5,81E-04 -5,81E-04 1,91E-03 -5,73E-04 -5,73E-04 
(750,0) 2,03E-05 -7,80E-06 -5,37E-06 2,19E-05 -6,57E-06 -6,57E-06 
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Taula  6.4. Deformacions de les coordenades analitzades en la capa superior 









(875,0) -1,89E-03 5,49E-04 5,76E-04 -1,89E-03 5,67E-04 5,67E-04 


































  i totes les de la capa intermèdia de la placa valen zero. 
Les figures 6.16 - 6.18 mostren l’estudi gràfic dels diferents camins analitzats. 

























Fig.  6.16. Deformació εxx
top
 al llarg de x en  s= 400 mm - Camí A (a), Deformació 
εss
top









Fig.  6.17. Deformació εxx
top
 al llarg de s en  x= 500 mm - Camí B (a), Deformació 
εss
top









Fig.  6.18. Deformació εxx
top
 al llarg de x en  s= 0 mm - Camí C (a), Deformació 
εss
top
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Taula  6.5. Tensions de les coordenades analitzades en la capa superior 








Les següents taules i gràfics mostren l’anàlisi d’algunes de les tensions en els nodes 













































(0,400) -717,02 -214,82 0,00 -715,53 -214,66 0,00 
(125,400) -359,3 -113,93 0,00 -358,17 -113,39 0,00 
(250,400) 8,78 -13,65 0,00 8,96 -12,82 0,00 
(375,400) 382,26 91,05 0,00 385,60 93,33 0,00 
(500,400) 571,34 145,10 0,00 570,48 146,35 0,00 
(625,400) 382,26 91,05 0,00 377,81 90,99 0,00 
(750,400) 8,78 -13,65 0,00 8,95 -12,83 0,00 
(875,400) -359,30 -113,93 0,00 -358,38 -113,46 0,00 
(1000,400) -717,02 -214,82 0,00 -715,53 -214,66 0,00 
(500,0) 609,80 0,20 0,00 606,18 0,00 0,00 
(500,100) 582,84 87,10 0,00 585,42 104,14 0,00 
(500,200) 574,32 124,74 0,00 573,39 127,44 0,00 
(500,300) 571,86 140,64 0,00 570,93 142,03 0,00 
(500,500) 571,86 140,64 0,00 570,93 142,03 0,00 
(500,600) 574,32 124,74 0,00 573,39 127,44 0,00 
(500,700) 582,84 87,10 0,00 585,42 104,14 0,00 
(500,800) 609,80 0,20 0,00 606,18 0,00 0,00 
(0,0) -575,97 -170,30 -56,80 -536,61 0,00 0,00 
(125,0) -398,73 -4,35 36,40 -392,67 0,00 64,36 
(250,0) 4,15 -0,39 70,12 4,56 0,00 142,10 
(375,0) 406,76 -0,58 57,61 408,57 0,00 115,71 
(625,0) 406,76 -0,58 -57,61 400,76 0,00 -115,71 
(750,0) 4,15 -0,39 -70,12 4,60 0,00 -142,10 
(875,0) -398,73 -4,35 -36,40 -396,68 0,00 -64,36 






























































 i totes les de la capa intermèdia de la placa valen zero. Les 





Fig.  6.23. Tensió σxx
top
 al llarg de x en  s= 400 mm - Camí A (a), tensió σss
top
 al 








Fig.  6.24. Tensió σxx
top
 al llarg de s en  x= 500 mm - Camí B (a), tensió σss
top
 al 








Fig.  6.25. Tensió σxx
top
 al llarg de x en  s= 0 mm - Camí C (a), tensió σss
top
 al llarg 
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Taula  6.6. Deformacions i tensions de Von Mises de les coordenades 








Per últim es mostra una taula i dues figures comparatives amb les deformacions i tensions 
























(0,400) 637,36 3,04E-03 635,98 3,94E-03 
(125,400) 318,02 1,51E-03 317,07 1,96E-03 
(250,400) 19,579 9,41E-05 18,97 1,17E-04 
(375,400) 345,85 1,65E-03 348,44 2,16E-03 
(500,400) 514,37 2,45E-03 513,21 3,18E-03 
(625,400) 345,85 1,65E-03 341,53 2,11E-03 
(750,400) 19,579 9,41E-05 18,96 1,17E-04 
(875,400) 318,02 1,51E-03 317,25 1,96E-03 
(1000,400) 637,36 3,04E-03 635,98 3,94E-03 
(500,0) 609,7 2,90E-03 606,18 3,75E-03 
(500,100) 544,54 2,59E-03 540,93 3,35E-03 
(500,200) 523,22 2,49E-03 521,49 3,23E-03 
(500,300) 516,12 2,46E-03 514,82 3,19E-03 
(500,500) 516,12 2,46E-03 514,82 3,19E-03 
(500,600) 523,22 2,49E-03 521,49 3,23E-03 
(500,700) 544,54 2,59E-03 540,93 3,35E-03 
(500,800) 609,7 2,90E-03 606,18 3,75E-03 
(0,0) 521,86 2,49E-03 536,61 3,32E-03 
(125,0) 401,56 1,91E-03 408,18 2,53E-03 
(250,0) 121,53 5,79E-04 246,16 1,52E-03 
(375,0) 418,85 1,99E-03 455,07 2,82E-03 
(625,0) 418,85 1,99E-03 448,07 2,77E-03 
(750,0) 121,53 5,79E-04 246,16 1,52E-03 
(875,0) 401,56 1,91E-03 412,04 2,55E-03 
(1000,0) 521,86 2,49E-03 536,61 3,32E-03 
 
 
Igual que passa amb les tensions i les deformacions en les diferents direccions de la capa 
intermèdia de la placa, el mateix succeeix amb les tensions i deformacions de Von Mises en 
aquesta capa: valen zero. 
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6.2.2. Cas 2. Placa de 1000 x 200 x 5 mm articulada pels extrems i amb 
forces puntuals. 




 i coeficient de 
Poisson de 0,3; de dimensions 1000 x 200 x 5 mm amb els extrems x=0 mm i x= 1000 mm 
articulats en tota la secció s; i amb forces puntuals en diferents punts de la placa. La figura 
6.28 mostra la placa que s’analitza amb les condicions de contorn i el mallat utilitzat (16 x 8 
divisions). 
 
Mitjançant el mètode teòric de Marcus aquesta placa no es pot analitzar per dos motius: les 
forces aplicades no són simètriques al llarg de s ni al llarg de x i la relació entre els costats 
de la placa és de 5. Es recorda que les taules de Marcus permeten analitzar plaques amb 
relació de costats entre 0,5 i 2. 
En el M.E.F. mitjançant elements placa
2
 la condició d’articulació s’introdueix fixant el 
desplaçament en les tres direccions però permetent les rotacions en aquestes direccions. 
En canvi, en el M.E.F. mitjançant la teoria de la biga generalitzada, per obtindre aquesta 
mateixa condició, s’ha d’encastar el mode axial i el de flexió horitzontal i la resta de modes 
en condició d’articulació.  
Per validar aquest cas mitjançant els dos mètodes, es mostren un seguit de taules i figures 




                                               
2
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(0,100) 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
(125,100) -8,24E-04 -5,83E-03 -5,44 -8,93E-04 -9,01E-04 -5,40 
(250,100) -1,52E-03 -1,52E-02 -10,32 -1,79E-03 -2,46E-03 -10,24 
(375,100) -1,25E-03 -2,46E-02 -14,08 -1,49E-03 -4,10E-03 -13,97 
(500,100) -1,18E-03 -2,99E-02 -16,17 -1,19E-03 -5,21E-03 -16,05 
(625,100) -1,12E-03 -2,48E-02 -16,04 -8,93E-04 -4,55E-03 -15,92 
(750,100) -6,98E-04 -1,52E-02 -13,19 -5,95E-04 -2,74E-03 -13,09 
(875,100) -3,40E-04 -5,55E-03 -7,40 -2,98E-04 -8,66E-04 -7,34 
(1000,500) 0,00 0,00 0,00 0,00 8,13E-20 0,00 
(500,0) -1,18E-03 -3,54E-02 -16,38 -1,41E-03 -5,21E-03 -16,25 
(500,50) -1,16E-03 -3,09E-02 -16,22 -1,30E-03 -5,21E-03 -16,10 
(500,150) -1,20E-03 -2,94E-02 -16,22 -1,13E-03 -5,21E-03 -16,06 
(500,200) -1,18E-03 -2,89E-02 -16,38 -9,67E-04 -5,21E-03 -16,25 
 
En aquesta comparació (Taula 6.11) es pot comprovar que els resultats en la direcció x i z 
donen valors similars amb els dos mètodes, i en la direcció s és on s’aprecien majors 
diferències a causa de les hipòtesis i simplificacions introduïdes en l’apartat 4.3.3. 
A continuació es mostren un conjunt de gràfics per verificar que en el cas 2 també 
coincideixen els resultats extrets amb els dos mètodes: la figura 6.29 mostra el 
desplaçament total al llarg de x passant pel mig de la secció s (Camí A) i al llarg de s 













Fig.  6.29. Desplaçament Usum al llarg de x en  s= 100 mm - Camí A (a); 











Fig.  6.30. Deformació εxx
top
 al llarg de x en  s= 100 mm - Camí A (a); deformació 
εxx
top









Fig.  6.31. Deformació εxx
mid
 al llarg de x en  s= 100 mm - Camí A (a); deformació 
εxx
mid









Fig.  6.32. Tensió σVM
top
 al llarg de x en  s= 100 mm - Camí A (a); tensió σVM
top
 al 














6.2.3. Conclusions extretes de la verificació 
Els diferents gràfics indiquen que els resultats obtinguts amb el programa de plaques 
planes que aplica la teoria de la biga generalitzada són correctes. A l’annex C es mostra un 
anàlisi amb altres plaques de diferents dimensions i amb diferents condicions de contorn 
per corroborar que el funcionament del programa és vàlid amb qualsevol cas.  
El punts analitzats amb el programa en la placa del cas 1 coincideixen amb l’anàlisi pel 
M.E.F. mitjançant elements placa exceptuant dos nodes particulars: els nodes (0,0) i 
(1000,0) en la deformació εss
top
  i en la tensió σss
top
. Aquesta diferència es deu a la 
discretització  aplicada en el programa ANSYS. La figura 6.34 mostra els resultats de la 
tensió σss
top
 en tota la placa (analitzada també en la figura 6.19). 
Fig.  6.33. Tensió σVM
mid
 al llarg de x en  s= 100 mm - Camí A (a); tensió σVM
mid
 al 









Anàlisi de plaques amb el mètode dels elements finits  Pàg. 77 
 
 
Realitzat una discretització més gran en un dels extrems es comprova que el valor en el 
node de l’extrem disminueix i s’aproxima a zero (Fig. 6.35). Per tant, es dedueix que el 
resultat extret mitjançant la T.B.G. és correcte. 
 
Fig.  6.34. Tensió σss
top








Fig.  6.35. Tensió σss
top
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                                                           (Eq.  6.4) 
En el cas 2, el punt en el que no coincideixen els resultats és el (500,0). Aquesta diferència 
es deu a que en el programa ANSYS es produeix una singularitat numèrica causada per 
aplicar una força puntual en aquest punt/node. 
Les deformacions εss en els extrems de l’amplada de la placa (direcció s)  s’han tingut que 
corregir perquè en aquests punts el pes de la deformació en la membrana εss
M
 , que s’ha 
considerat negligible en les simplificacions de la T.B.G., és significatiu. Per tant, en els 




D’aquesta manera s’aconsegueix que els resultats extrets amb la T.B.G. en els diferents 
punts coincideixin amb els valors calculats amb ANSYS. 
6.3. Estudi de la sensibilitat del model 
Verificat el programa que aplica el mètode dels elements finits mitjançant la teoria de la 
biga generalitzada, es comprova l’eficiència dels diferents mètodes. La placa que s’analitza 
per l’estudi és la del subapartat 6.2.1. (Cas 1), i es realitza en els nodes dels camins A i B 
que mostra en la taula 6.1 i en la taula 6.7. 
Els mètodes que s’analitzen són: 
- Mètode teòric de Marcus per al desplaçament vertical en el centre de la placa 
(Càlcul mitjançant taules de l’annex A) 
- M.E.F. mitjançant elements placa aplicant l’element SHELL 181 i una discretització 
16x16 mm. (Càlcul amb el programa de simulació ANSYS). 
- M.E.F. mitjançant elements placa aplicant l’element SHELL 281 i una discretització 
16x16 mm). (Càlcul amb el programa de simulació ANSYS). 
- M.E.F. mitjançant la teoria de la biga generalitzada i amb tres discretitzacions 
diferents: 8x8, 16x16 i 32x32 divisions. (Càlcul mitjançant el programa elaborat). 
Els resultats dels desplaçament verticals es mostren en la taula 6.12 i les figura 6.36 i 6.37: 
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(0, 400) 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 - 
(125, 400) -7,80 -8,11 -8,07 -8,09 -8,10 - 
(250,400) -25,33 -25,88 -25,73 -25,80 -25,83 - 
(375,400) -42,35 -43,25 -43,01 -43,12 -43,18 - 
(500,400) -49,50 -50,59 -50,31 -50,44 -50,51 -51,27 
(625,400) -42,35 -43,25 -43,01 -43,12 -43,18 - 
(750,400) -25,33 -25,88 -25,73 -25,80 -25,83 - 
(875,400) -7,80 -8,11 -8,07 -8,09 -8,10 - 
(1000,400) 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 - 
(500,0) -55,83 -57,09 -56,42 -56,70 -56,86 - 
(500,100) -52,34 -53,52 -53,03 -53,25 -53,37 - 
(500,200) -50,58 -51,71 -51,35 -51,51 -51,60 - 
(500,300) -49,75 -50,84 -50,54 -50,68 -50,76 - 
(500,400) -49,50 -50,59 -50,31 -50,44 -50,51 -51,27 
(500,500) -49,75 -50,84 -50,54 -50,68 -50,76 
 
(500,600) -50,58 -51,71 -51,35 -51,51 -51,60 - 
(500,700) -52,34 -53,52 -53,03 -53,25 -53,37 - 
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Per apreciar millor al diferencia entre els diferents mètodes, s’amplien les figures anteriors. 
(figures 38 i 39). 
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Amb les figures 6.36 i 6.37 es demostra que tots els mètodes aplicats donen resultats 
semblants, però amb les figures 6.38 i 6.39 es mostra que el M.E.F basat en elements 
placa 181 (elements formats per 4 nodes) mostra valors més allunyats que els altres i, per 
tant, amb resultats amb un error més elevat. El mateix succeeix amb el mètode de Marcus, 
el qual només permet donar un resultat aproximat del desplaçament vertical màxim. 
Els tres anàlisis amb la T.B.G mostren que com més es discretitza la placa, els resultats 
varien menys entre ells i mostren la tendència a apropar-se al M.E.F basat en elements 
placa 281 (elements formats per 8 nodes). Si es discretitza molt més la placa, els resultats 
acaben convergint i mantenint una diferència estable amb els resultats de ANSYS (placa 
281). No seran mai iguals perquè el programa de simulació ANSYS inclou l’esforç tallant i, 
en canvi, el programa implementat no el té en compte. 
S’observa que malgrat que la discretització de la placa sigui feble, els resultats són 
acceptables i ho demostra la diferència entre la discretització 16x16 mm del element placa 
181 amb la de 8x8 mm de la T.B.G. 
Respecte el M.E.F. basat en elements placa 281, es mostra una taula amb les diferències 
en els punts analitzats amb els altres mètodes (Taula 6.13). 
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(0, 400) 0,00 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 - 
(125, 400) -8,11 0,9615 0,9941 0,9968 0,9983 - 
(250,400) -25,88 0,9787 0,9944 0,9969 0,9984 - 
(375,400) -43,25 0,9792 0,9945 0,9970 0,9984 - 
(500,400) -50,59 0,9785 0,9945 0,9971 0,9984 1,0134 
(625,400) -43,25 0,9792 0,9945 0,9970 0,9984 - 
(750,400) -25,88 0,9787 0,9944 0,9969 0,9984 - 
(875,400) -8,11 0,9615 0,9941 0,9968 0,9983 - 
(1000,400) 0,00 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 - 
(500,0) -57,09 0,9780 0,9883 0,9931 0,9959 - 
(500,100) -53,52 0,9778 0,9908 0,9948 0,9971 - 
(500,200) -51,71 0,9782 0,9930 0,9961 0,9979 - 
(500,300) -50,84 0,9784 0,9941 0,9968 0,9983 - 
(500,400) -50,59 0,9785 0,9945 0,9971 0,9984 - 
(500,500) -50,84 0,9784 0,9930 0,9961 0,9979 1,0134 
(500,600) -51,71 0,9782 0,9908 0,9948 0,9971 - 
(500,700) -53,52 0,9778 0,9883 0,9931 0,9959 - 
(500,800) -57,09 0,9780 0,0000 0,0000 0,0000 - 
 
 
La taula 6.13 mostra que la diferència entre els resultats extrets amb la T.B.G. amb 
discretització 8x8 divisions i amb 32x32 divisions és aproximadament de 0,4% demostrant 
així l’eficiència d’aquest mètode amb una discretització petita.  
Observant aquests resultats es comprova si amb una discretització més simple (4x4 
divisions) es continuen obtenint resultats amb una diferència respecte els valors extrets 
amb ANSYS 281 (16x16 divisions) petita. La figura 6.40 mostra la placa analitzada amb 
una discretització de 4x4 divisions: 
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Fig.  6.41. Placa del cas 1 amb discretització de 4x4 divisions i dues 








Per analitzar les mateixes coordenades de la taula 6.13, es divideix cada element en dues 
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Taula  6.14. Desplaçament en les coordenades amb T.B.G. 4x4 i diferència 








A la taula 6.14 es mostren els resultats numèrics d’aquest anàlisi. 
 
Coordenada (mm) 








(0, 400) 0,00 0,0000 
(125, 400) -7,41 0,9129 
(250,400) -23,13 0,8939 
(375,400) -37,25 0,8613 
(500,400) -43,06 0,8512 
(625,400) -37,25 0,8613 
(750,400) -23,13 0,8939 
(875,400) -7,41 0,9129 
(1000,400) 0,00 0,0000 
(500,0) -48,08 0,8422 
(500,100) -45,64 0,8528 
(500,200) -43,86 0,8482 
(500,300) -43,15 0,8486 
(500,400) -43,06 0,8512 
(500,500) -43,15 0,8486 
(500,600) -43,86 0,8482 
(500,700) -45,64 0,8528 
(500,800) -48,08 0,8422 
 
 
A la figura 6.40 s’observa que el desplaçament màxim es troba aproximadament a -22 mm 
mentre que a la taula 6.14 és de -48,08 mm. Això es deu a que el programa representa, 
mitjançant un color, el valor màxim dels quatre nodes que els conformen. Per veure el valor 
exacte en els punts, s’ha de consultat una taula que ofereix el programa on s’inclouen els 
valors en els diferents punts analitzats.  
La diferència mitjana amb la discretització de 4x4 (T.B.G.) és de 0,8724 mentre que amb 
una discretització de 32x32 (T.B.G.) és de 0,9978. La diferència entre aquestes dues 
discretitzacions és d’un 12%, gran per considerar-la vàlida però demostrant que amb una 
discretització simple continuen havent-hi bons resultats. 
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6.4. Avantatges i inconvenients del mètodes utilitzats 
Estudiats els tres mètodes aplicats en plaques, els avantatges i inconvenients de cadascun 
d’ells són els que es mostren a la taula 6.15. 
Mètode Avantatges Inconvenients 
Mètode teòric 
de Marcus 
- Càlcul ràpid del desplaçament 
màxim en el centre de la placa 
mitjançant taules. 
 
- Les taules només són vàlides per 
plaques amb relació de costats 
entre 0,5 i 2. 
 
- Les forces o càrregues s’han 
d’introduir de forma simètrica. 
 
- Les condicions de contorn només 
es poden aplicar en les bores de la 
placa. 
 
- Només analitza el centre de la 
placa. 
 




- Permet analitzar tots els nodes 
de la placa. 
 
 
- Mètode amb els resultats més 
precisos si s’apliquen elements 
de 8 nodes. Inclou l’esforç 
tallant. 
 
-Permet introduir condicions de 
contorn en qualsevol node o 
element. 
 
- En els punts d’aplicació de forces 
puntuals es produeixen singularitats 
numèriques. 
 
- Major cost computacional. 




- Analitza tots els nodes de la 
placa. 
 
- Permet obtenir els modes purs 
de deformació i aplicar les 
condicions de contorn sobre ells. 
 
- Es poden analitzar punts que 
no coincideixin amb els nodes 
(anàlisi més detallat sense 
augmentar la discretització). 
 
- Resultats molt precisos amb 
discretitzacions senzilles. 
 
- No inclou l’efecte de l’esforç 
tallant. 
 
- No permet introduir condicions de 
contorn únicament en un node. 
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7. Interfície gràfica del programa 
A continuació es mostra la interfície gràfica elaborada amb el software de programació 
matemàtica MATLAB, on a partir de les diferents funcions programades que capten la 
informació geomètrica, del material i les condicions de contorn, permet obtenir 
desplaçaments, deformacions i tensions en els nodes creats en la placa analitzada. 
La figura 7.1 mostra la portada del programa, que conté el botó d’inici per començar a 
analitzar plaques. 
 
Un cop es prem el botó ‘Inicia’, s’obre la primera etapa (geometria) en la que es demana 
que s’introdueixi el nombre d’elements en la direcció s. Per a que un usuari entengui el que 
demana el programa, a la dreta es mostra una imatge amb les tres direccions de la placa. 
La figura 7.2 mostra l’inici de l’etapa geometria. 
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Per a la presentació de la interfície s’analitza la placa del cas 1 de l’apartat 6.2.1. Si es vol 
obtenir una placa amb una discretització de 16x16 divisions, s’han d’introduir 16 elements 
en la direcció s, i introduir la coordenada s dels nodes i el gruix dels elements (Fig. 7.3). 
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Un cop introduïdes les coordenades, es prem al botó ‘Visualitzar coordenades’, i el 
programa mostra un gràfic per tal que l’usuari pugui veure si les dades inserides són les 
desitjades, i un conjunt de paràmetres a omplir: mòdul de Young, coeficient de Poisson, 
longitud x de la placa i divisions (elements) en aquesta direcció (Fig. 7.4). 
 
Si algun valor dels que s’introdueixen no té sentit, el programa avisa que el valor introduït 
no és correcte i es demana  canviar-ho. La figura 7.5 mostra un dels possibles avisos. 
 
Amb les dades geomètriques i sobre el material introduïdes, es prem el boto ‘Següent’ i 
s’inicia l’etapa dos: condicions de contorn. En aquesta etapa es mostra un gràfic amb la 
dimensió x de la placa i amb els nodes marcats. El programa demana que s’introdueixi el 
número de seccions que en el punt x i al llarg de tota la dimensió s es vol encastar, articular 
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o deixar lliure els modes de deformació. En la figura 7.6 es mostra l’etapa de condicions de 
contorn. 
 
En la primera columna de la taula a omplir s’ha d’introduir la secció x que en la que es vol 
afegir condicions de contorn. El gràfic ajuda a l’usuari a saber el número de la secció on vol 
aplicar alguna condició. Les següents columnes s’han d’omplir amb 1, 2 o 3 segons si es 
vol que el mode concret quedi encastat, articulat o lliure respectivament. 
La part inferior de la figura 7.6 mostra que hi ha la possibilitat de tornar enrere per si l’usuari 
vol canviar alguna dada geomètrica o del material o continuar endavant i passar a la tercera 
etapa (forces puntuals i càrregues repartides). 
En la tercera etapa es demana que s’introdueixin les forces puntuals i les càrregues 
repartides sobre els nodes creats anteriorment. En la part inferior es mostra tots els nodes 
que s’han acabat formant a mesura que s’han anat afegit les condicions en el programa. En 
el cas de les forces puntuals s’ha d’afegir el valor de la força, la direcció d’aquesta força (1-
direcció x, 2-direcció s, 3-direcció z) i les coordenades del node on es vol aplicar. En les 
carregues repartides s’ha d’indicar el valor o valors en les direccions desitjades i en la 
secció determinada a partir de les coordenades inicials en s i en x. La figura 7.7 mostra 
aquesta etapa. 
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Indicades les forces que s’apliquen sobre la placa, hi ha l’opció de tornar enrere per 
realitzar canvis o iniciar al resolució i passar a la última etapa: el postprocessament. 
En aquesta darrera etapa es demana a l’usuari que introdueixi les divisions que vol que hi 
hagin entre els nodes analitzats per tal de poder visualitzar més valors de la placa sense la 
necessitat d’incrementar la discretització de la placa. També es demana introduir un valor 
per escalar els resultats, necessari en cassos en que la deformada és inapreciable o 
exagerada. 
A continuació el programa mostra un llistat amb els diferents desplaçaments, deformacions 
i tensions que és capaç de calcular. Al prémer una de les opcions, apareix a la dreta un 
botó que dona la possibilitat de veure el llistat de punts amb els valors corresponents de 
l’opció escollida; i també s’obre una nova finestra automàticament amb la placa deformada i 
amb una barra de colors que indica la intensitat de l’opció escollida en els diferents 
elements de la placa. Les figures 7.8 i 7.9 mostren la etapa de postprocessament del 
programa, i la taula 7.1 mostra el llistat de desplaçaments, deformacions i tensions que pot 
calcular el programa. 
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Fig. 7.9. Finestra amb la placa deformada (valors de 
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8. Impacte mediambiental 
El present treball conté una activitat principal, la implementació d’un programa de càlcul 
capaç d’analitzar plaques planes mitjançant la teoria de la biga generalitzada. 
Donat que la programació s’ha dut a terme amb un ordinador, s’ha de tindre en compte que 
l’únic impacte ambiental és el petit consum energètic produït per l’ordinador i la llum de la 
sala de treball, i el consum de paper utilitzat per raonar equacions exposades en el treball i 
per redactar informes. Aquest impacte s’ha minimitzat el màxim possible utilitzant els 
ordinador el temps estrictament necessari i utilitzant paper reutilitzat per a tots els càlculs. 
Malgrat això, el fet que el programa obtingui resultats precisos amb discretització simples, 
permet a futurs usuaris del programa obtindre solucions bones en un interval de temps de 
càlcul menor per part de l’ordinador. A més, l’elaboració del programa permet disminuir la 
quantitat d’assaigs a realitzar amb prototips. Les solucions calculades permeten analitzar 
diferents tipus de plaques sense la necessitat d’utilitzar màquines ni de comprar material. 
Aquests fets provoquen un futur impacte mediambiental positiu aconseguint la satisfacció 
per part de l’usuari per realitzar les operacions en menys temps i reduir la despesa 
d’energia elèctrica i de material per a prototips. 
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A continuació es presenta la valoració econòmica del present estudi. 
El pressupost es basa en les hores que s’han dedicat al treball, ja que per a l’anàlisi no 
s’han realitzat assajos experimentals i, per tant, tampoc s’ha tingut cap despesa en 
material. 
La taula 9.1 mostra el cost del treball intel·lectual: 
 
Descripció Quantitat Preu unitari Preu 
Hores dedicades a la programació 300 h 24,00 €/h 7.200,00 € 
Hores dedicades a la redacció del projecte 150 h 24,00 €/h 3.600,00 € 
Hores dedicades per part del director de 
projecte 
100 h 33,00 €/h 3.300,00 € 
TOTAL   14.100,00 € 
 
 
La baixada de preus que en els últims anys s’estan produint dins del segment de la 
informàtica, ha provocat que la substitució d’un ordinador per un altre es produeixi cada cop 
més ràpidament. La vida útil d’un ordinador s’aproxima en tres anys després de la seva 
compra. El mobiliari utilitzat per dur a terme el treball té una vida útil de 10 anys 
aproximadament.  
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Descripció Quantitat Preu unitari Preu 
Ordinador personal 
1 unitat 
5 mesos 800,00 € 110 €
3
 





5 mesos 2.500,00 €/any 1.045 € 
Llicencia ANSYS 13.0 5 mesos 3.000,00€/any 1.250,00€ 
TOTAL   2.415,00 € 
 
 
La taula 9.3 mostra el resum del pressupost: 
 
Resum del pressupost  
Cost de treball individual 14.100,00 € 






El pressupost del treball ascendeix a la quantitat de SETZE MIL CINC-CENTS QUINZE 
EUROS (16.515,00 €).  
                                               
3
 El cost s’extrau a partir de la vida útil i el temps que s’ha utilitzat. 
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Conclusions 
L’objectiu principal del treball ha sigut l’elaboració d’un programa de càlcul que aplica la 
teoria de la biga generalitzada per analitzar plaques planes. 
Amb les equacions i matrius de la T.B.G. s’ha estat capaç de trobar els resultats desitjats i 
verificar que el conjunt de funcions que conformen el programa donen solucions precises 
comparats amb els valors extrets del programa de simulació ANSYS que aplica el M.E.F. 
mitjançant elements placa conformats per 8 nodes (SHELL 281). 
L’aplicació del mètode teòric de Marcus només és vàlid per plaques amb una relació entre 
la longitud i l’amplada que ha d’estar entre 0,5 i 2. L’anàlisi només es pot fer aplicant 
condicions de contorn en les bores de la placa i amb forces o carregues simètriques perquè 
únicament es capaç de trobar el desplaçament vertical màxim en el punt central. A més els 
resultats no són tant precisos com els altres mètodes utilitzats i únicament s’ha de fer servir 
per obtenir una idea del desplaçament que pot haver-hi segons el que s’apliqui sobre la 
placa. 
El mètode dels elements finits mitjançant elements placa permet analitzar tots els nodes de 
la placa amb resultats molt precisos si s’utilitza un element format per 8 nodes. A més 
permet introduir condicions de contorn en qualsevol node o element. L’inconvenient 
d’aquest mètode es troba en els nodes on s’apliquen forces puntuals, on es produeixen 
singularitats numèriques i els resultats extrets són invàlids. També té un cost computacional 
major comparat amb la T.B.G. 
Es comprova que els resultats extrets de l’element finit basat en la T.B.G. aplicant una 
discretització de 8x8 divisions d’una placa de 1000 mm de longitud i 800 mm d’amplada 
tenen una diferència del 0,4% respecte la discretització de 32 x 32 divisions (discretització 3 
vegades major). Per tant, discretitzacions senzilles permeten obtenir resultats precisos, fet 
que permet optimitzar el temps de càlcul en futures aplicacions. També es poden analitzar 
punts que no coincideixin amb els nodes, és a dir, sense la necessitat d’augmentar la 
discretització i, a més, permet obtenir els modes purs de deformació i aplicar condicions de 
contorn sobre ells. 
Durant la verificació del programa, s’ha tingut que corregir les deformacions εss en els 
extrems de l’amplada de la placa (direcció s) perquè en aquests punts el pes de la 
deformació en la membrana εss
M
 , que s’ha considerat negligible en les simplificacions de la 
T.B.G., és significatiu. Per tant, en els extrems s’ha afegit aquesta deformació de 
membrana per tal que els resultats siguin correctes en tots els punts de la placa. 
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El programa només permet analitzar plaques encastant o articulant tota una secció s en el 
punt de la direcció x desitjat però no permet fixar o articular un node o conjunt de nodes 
concrets. Com més petita sigui la distància entre els nodes de la placa, més pes té l’esforç 
tallant i, per tant, més s’allunyen les solucions obtingudes als valors reals. Els càlculs es 
realitzen mitjançant els modes de deformació convencionals i no ha tingut en compte els 
modes d’extensió transversal, els tallants naturals i els de warping locals. 
Aquestes limitacions queden marcades per a futurs treballs de millora del programa 
elaborat. 
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